
对称逻辑公式在经典逻辑度量空间中的分布

胡明娣１，王国俊１，２

（１．陕西师范大学数学研究所，陕西西安 ７１００６２；２．上海市高可信计算重点实验室，华东师范大学，上海 ２０００６２）

摘 要： 将密码学中对称布尔函数的概念引入到计量逻辑学理论之中，定义了对称逻辑公式和准对称逻辑公

式．指出二值逻辑公式与布尔函数既密切相关，又有重要区别．证明了 ｎ元对称公式占全体ｎ元逻辑公式的比例随ｎ
的增大而趋向于零，然而全体对称公式的真度之集却在［０，１］中稠密．最后从拓扑学的观点证明了全体对称公式之集
在经典逻辑度量空间中无处稠密．
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１ 引言

现实世界中的命题是多种多样的，其中有大量的具

体命题是不能简单地用“真”和“伪”对其可信性作二值

判断的，而应当对它们的可信性程度进行量化判断．正
是基于这种考虑，本文第二作者将程度化思想引入到了

数理逻辑之中，建立起了计量逻辑学的基本理论［１～６］．
此后又与概率逻辑学相结合，将随机化思想引入到了经

典的推理模式中［７，８］．如今已在包括 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ，￡，
Ｇｄｅｌ，和Ｇｏｇｕｅｎ等多种命题逻辑系统中构造出了相应
的逻辑度量空间，从而将近似推理引入到了素以严格的

形式化推理为特征的各种命题逻辑系统之中．值得注意
的是，除了个别零星的结果而外［９，１０］，可以说对于逻辑

度量空间自身构造的研究还远未开始．由于对于二值命
题逻辑而言，逻辑公式的真度完全由其诱导的布尔函数

所决定，而在密码学中已经对布尔函数有了非常深刻的

研究［１１］，所以如果能设法将那里有关布尔函数的各种

性质引入到数理逻辑之中，必将会有力地促进计量逻辑

学的发展．基于这种考虑，作为第一步，本文将密码学中
对称布尔函数的概念引入到了二值计量逻辑学理论之

中，定义了对称逻辑公式和准对称逻辑公式．同时指出
二值逻辑公式与布尔函数既密切相关，又有重要区别

（参看本文第三节）．证明了对称公式的两种截然相反的
性态，即，ｎ元对称公式只占全体ｎ元逻辑公式的很小
一部分，其比例随 ｎ的增大而趋向于零；然而从另一角
度看，ｎ元对称公式却又很多，因为可以证明对称逻辑
公式的真度之集像全体逻辑公式之集一样，是在［０，１］
中稠密的．最后，我们从拓扑学的观点出发，证明了全体
对称公式之集在经典逻辑度量空间中的分布是稀疏的，

即，是无处稠密的．

２ 基本概念

定义１［１１］ 称映射 ｆ：｛０，１｝ｎ→｛０，１｝为 ｎ元布尔函
数．设α＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈｛０，１｝ｎ，若 ｆ（α）＝１，则称α
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为 ｆ的特征向量；称α中１的个数为α的重量．若一旦
｛０，１｝ｎ中某重量为 ｋ的向量是 ｆ的特征向量，那么
｛０，１｝ｎ中全部重量为ｋ的向量都是ｆ的特征向量（０≤ｋ
≤ｎ），则称 ｆ为对称的布尔函数．以下用 Ｎ（ｆ）记 ｆ的特
征向量的个数，显然

Ｎ（ｆ）＝｜ｆ－１（１）｜ （１）
（注１ 上面关于 ｆ对称性的表述并非文献［１１］中

的原始定义，但易证本文的定义和文献［１１］中的定义是
等价的．）

定义２［１１］ 称

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
αｋσｋ，ｎ，（αｋ＝０，１） （２）

为 ｎ元对称布尔函数ｆ的基本表示形式，其中

σｋ，ｎ＝ ∑
１≤ｉ１≤…≤ｉｋ≤ｎ

ｘｉ１…ｘｉｋ．

注２ 定义２中采用的是 ｆ的多项式表示，由于不
影响本文的推导，为节省篇幅起见，我们对什么是多项

式表示不作介绍．
定义３［４］ 设 Ｓ＝ ｐ１，ｐ２，ｐ３{ }，… ，Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生

成的（，∨，→）型自由代数，称 Ｓ中的元为原子公式，
称 Ｆ（Ｓ）中的元为合式公式，简称公式．

设｛０，１｝是最简单的布尔代数，其中
ａ＝１－ａ，ａ∨ｂ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ｝，ａ→ｂ＝１当且仅当 ａ≤ｂ

（３）
则｛０，１｝也是（，∨，→）型代数．

定义４［４］ 设 Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｎ）是含有原子公式 ｐ１，
ｐ２，…ｐｎ的逻辑公式，用 ｘｉ取代ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），并按
式（３）理解逻辑连接词 ，∨，→，则得一布尔函数 ｆＡ：
｛０，１｝ｎ→｛０，１｝，称为 Ａ所诱导的布尔函数．称 Ｎ（ｆＡ）／
２ｎ为公式Ａ的真度，记为τ（Ａ）．设 Ａ，Ｂ为Ｆ（Ｓ）中的两
个公式，称

ξ（Ａ，Ｂ）＝τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）） （４）
为 Ａ与Ｂ之间的相似度．再令

ρ（Ａ，Ｂ）＝１－ξ（Ａ，Ｂ），Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ） （５）
是 Ｆ（Ｓ）上的伪距离，称（Ｆ（Ｓ），ρ）为逻辑度量空间．

已知两个逻辑公式逻辑等价当且仅当它们之间的

相似度为１，或等价地，它们之间的伪距离为０［４］．
注３ （１）定义 ４中公式真度的定义并非文献［４］

中的原始定义，但由式（１）可见二者是等价的．
（２）公式 Ａ中的原子公式的标号未必是从 １到 ｎ

的连续编号，但设其中最大编号为 ｎ，令 Ｂ＝Ａ∨（ｐ１∧
ｐ１）∨…∨（ｐｎ∧ｐｎ），则 Ｂ与Ａ逻辑等价，Ｂ中原子
公式的标号就是从 １到 ｎ的连续编号了，所诱导的布
尔函数也就可写为 ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）的形式了．以下凡提到
含有 ｎ个原子公式的逻辑公式Ａ，恒假定 Ａ中的原子
公式的标号是从１到 ｎ的连续编号．

（３）当 Ａ与Ｂ相似（即ξ（Ａ，Ｂ）＝１）时ρ（Ａ，Ｂ）＝０，
这时 Ａ和Ｂ可以是不同的公式，可见（Ｆ（Ｓ），ρ）不是度
量空间，只是伪度量空间．但由于逻辑等价关系≈是 Ｆ
（Ｓ）上的（，∨，→）型同余关系，这里 Ａ≈Ｂ当且仅当

ρ（Ａ，Ｂ）＝０，所以ρ自然地在 Ｌｉｎｄｅｎｂａｕｍ商代数［Ｆ
（Ｓ）］＝Ｆ（Ｓ）／≈上诱导一个真正的度量，仍记为ρ ．这
时（［Ｆ（Ｓ）］，ρ）就是一个度量空间．

３ 对称逻辑公式与准对称逻辑公式

定义５ 设 Ａ是含有ｎ个原子公式的逻辑公式．如
果 Ａ所诱导的布尔函数是对称布尔函数，则称 Ａ为ｎ
元对称逻辑公式．容易看出，如果两个逻辑公式诱导的
布尔函数相同，则此二公式逻辑等价，但反过来，逻辑

等价的公式未必诱导出相同的布尔函数．
例１ 设 Ａ＝ｐ１∧ｐ２，Ｂ＝（ｐ１∧ｐ２）∨（ｐ３∧ｐ３），

则 Ａ与Ｂ逻辑等价，但它们所诱导的布尔函数分别是２
元布尔函数和３元布尔函数，显然是不同的．值得注意
的是，前者的特征向量只有一个，即，（１，１），后者的特征
向量有两个，即，（１，１，１）和（１，１，０）．所以由定义 １看
出，前者是对称函数，而后者不是对称函数．因此我们
得出结论：

命题１ 如果一个逻辑公式是对称公式，则和它逻

辑等价的公式未必是对称公式．
命题１反映出了二值逻辑公式与布尔函数既密切

相关，又有明显区别．
命题２ 设 Ａ与Ｂ含有同样的ｎ个原子公式，则 Ａ

与Ｂ逻辑等价当且仅当Ａ与Ｂ诱导同样的布尔函数．
证明 设 Ａ与Ｂ含有同样的ｎ个原子公式，且 Ａ

与Ｂ逻辑等价．这时二者之间的相似度等于１，那么由
式（４）得τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））＝１，即，（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→
Ａ）是重言式．分别用 ｆ和ｇ表示Ａ和Ｂ所诱导的布尔
函数，则（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）所诱导的布尔函数可写为（ｆ
→ｇ）∧（ｇ→ｆ），这里的运算由式（３）确定．由（Ａ→Ｂ）∧
（Ｂ→Ａ）是重言式知每个 ｎ维０－１向量都是（ｆ→ｇ）∧
（ｇ→ｆ）的特征向量，所以 ｆ和ｇ的特征向量必相同．那
么 ｆ与ｇ也就是相同的布尔函数．可见 Ａ与Ｂ诱导同
样的布尔函数．反过来，当 Ａ与Ｂ诱导同样的布尔函数
时，由定义４知 Ａ与Ｂ逻辑等价．

注４ 当含有同样的 ｎ个原子公式的公式Ａ与Ｂ
诱导同样的布尔函数时，除了可能有的原子公式的排

序而外，Ａ与Ｂ是没有区别的，如，Ａ＝（ｐ４∧ｐ１）∨（ｐ２∧
ｐ３），Ｂ＝（ｐ２∧ｐ３）∨（ｐ１∧ｐ４）．以下认为这两种逻辑公
式是同一个逻辑公式．

定义６ 设逻辑公式 Ｂ（ｐ１，…，ｐｎ）与对称逻辑公
式 Ａ（ｐ１，…，ｐｍ）逻辑等价，则称 Ｂ为准对称逻辑公式．

例２ 在例１中，Ｂ是准对称逻辑公式．又，对称逻
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辑公式自然也是准对称逻辑公式．所以准对称逻辑公
式之集包含了对称逻辑公式之集．

命题 ３ 设 Ｂ（ｐ１，…，ｐｎ）与对称逻辑公式 Ａ（ｐ１，
…，ｐｍ）逻辑等价，且 Ｂ（ｐ１，…，ｐｎ）不是对称逻辑公式，
则 ｍ＜ｎ．

证明 由命题 ２知 ｍ≠ｎ．设 ｍ＞ｎ，令 Ｃ＝Ｂ∨
（ｐｎ＋１∧ ｐｎ＋１）∨…∨（ｐｍ∧ ｐｍ），则 Ｃ与Ｂ逻辑等
价，从而 Ｃ也与Ａ逻辑等价．所以由命题２知 Ｃ诱导的
布尔函数 ｈ是对称布尔函数．用 ｇ表示Ｂ诱导的布尔
函数．由 ｇ不是对称布尔函数知存在重量为ｋ的两个ｎ
维０－１向量α和β使ｇ（α）≠ｇ（β）．分别令α和β的第
ｎ＋１到第 ｍ个坐标全为０，就得到布尔函数 ｈ的两个
重量为ｋ的向量α和β使 ｈ（α）≠ｈ（β）．这与 ｈ是
对称布尔函数相矛盾！所以 ｍ＜ｎ．

命题４ 设二对称逻辑公式 Ａ（ｐ１，…，ｐｍ）与 Ｂ（ｐ１，
…，ｐｎ）逻辑等价，且 Ａ与Ｂ不是重言式，也不是矛盾
式，则 ｍ＝ｎ．

证明 分别用 ｆ（ｘ１，…，ｘｍ）与 ｇ（ｘ１，…，ｘｎ）表示 Ａ
与Ｂ所诱导的布尔函数，设 ｍ≠ｎ，不放假定 ｍ＜ｎ．这
时重言式（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）诱导的布尔函数（ｆ→ｇ）∧
（ｇ→ｆ）恒等于１，这里的运算由式（３）确定．那么 ｆ（ｘ１，
…，ｘｍ）与 ｇ（ｘ１，…，ｘｎ）恒相等．因为 Ａ不是重言式，也
不是矛盾式，所以｛０，１｝ｍ中存在重量为ｋ的向量α和
重量为ｋ＋１的向量β使ｆ（α）和 ｆ（β）不相等（０≤ｋ＜
ｍ）．不妨设 ｆ（α）＝０，ｆ（β）＝１．则 ｇ也有重量为ｋ＋１
的 ｎ维特征向量β，因为只需在β后补充ｎ－ｍ个 ０
就得到这种向量β

．但在α后补充１个１和 ｍ－ｎ－１
个０又得到一个重量为 ｋ＋１的 ｎ维向量α．这时 ｇ在
两个重量为 ｋ＋１的向量上取不同的值，与 ｇ是对称布
尔函数相矛盾！所以 ｍ＝ｎ．

命题５ 设 Ｂ（ｐ１，…，ｐｎ）是准对称逻辑公式，且 Ｂ
不是重言式，也不是矛盾式，则存在唯一的对称逻辑公

式与 Ｂ逻辑等价．
证明 如果有两个对称逻辑公式 Ａ和Ｃ都与Ｂ逻

辑等价，则 Ａ和Ｃ是逻辑等价的对称公式，所以由命题
４知 Ａ和Ｃ含有同样多的原子公式．再由命题２和注４
知 Ａ和Ｃ是相同的逻辑公式．

４ 对称逻辑公式集在逻辑度量空间中的分布

定理１ ｎ元对称逻辑公式占全体ｎ元逻辑公式
的比例随ｎ的增大而趋向于零．

证明 设 Ａ是ｎ元对称逻辑公式，则 ｆＡ是ｎ元对
称布尔函数．由式（２）知随着αｋ在｛０，１｝中各种可能的
选取，不同的 ｎ元对称布尔函数共有２ｎ＋１个，ｎ元对称
逻辑公式也就共有２ｎ＋１个．但全体 ｎ元布尔函数共有

２２
ｎ

个，全体 ｎ元逻辑公式也就共有 ２２
ｎ

个．显然 ２ｎ＋１与

２２
ｎ

之比随ｎ的增大而趋向于０．所以 ｎ元对称逻辑公式
占全体ｎ元逻辑公式的比例随ｎ的增大而趋向于零．

由定理１看出，ｎ元对称逻辑公式只是全体ｎ元逻
辑公式中的极少一部分．但有趣的是，从另一个角度看
ｎ元对称公式却又表现出截然相反的性质．事实上，我
们有下面的

定理２ 对称逻辑公式的真度之集像全体逻辑公

式的真度之集一样，是在［０，１］中稠密的．
为了证明定理２，我们需要一个引理．
引理１ 二项展开式的系数具有如下性质：

（１）Ｃ０２ｎ，Ｃ１２ｎ，…，Ｃｎ２ｎ是递增数列，Ｃｎ＋１２ｎ，Ｃｎ＋２２ｎ，…，
Ｃ２ｎ２ｎ是递减数列，Ｃｎ２ｎ是最大值．
（２）ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｃｎ２ｎ／２２ｎ＝０．

证明 （１）设 ｋ＜ｎ，则
Ｃｋ２ｎ
Ｃｋ＋１２ｎ

＝ （２ｎ）！
ｋ！（２ｎ－ｋ）！

（２ｎ）！
（ｋ＋１）！（２ｎ－ｋ－１）！＝

ｋ＋１
２ｎ－ｋ＜１．

所以（１）中的前一个结论成立．其它类似可证．
（２）由斯特林公式得

ｌｉｍ
ｍ→∞
ｍ！／ ２π槡 ｍ（ｍｅ）

ｍ＝１．

由此可得

Ｃｎ２ｎ／２２ｎ＝
（２ｎ）！
（ｎ！）２ ２

２ｎ
４π槡 ｎ（２ｎ／ｅ）２ｎ

（ ２π槡 ｎ（ｎ／ｅ）ｎ）( )２ ２２ｎ＝ １
π槡 ｎ
．

这就证明了（２）．
现在证明定理２．
证明 设 Ｑ［０，１］．如果对任意给定的正数ε，Ｑ

有有限子集，其成员由小到大依次为：

τ（０），τ（１），…，τ（ｍ），
满足条件τ（０）＝１／２ｍ，τ（ｍ）＝１和τ（ｋ＋１）－τ（ｋ）＜ε
（ｋ＝０，１，…，ｍ－１），则 Ｑ在［０，１］中稠密．现在用 Ｑ记
全体对称逻辑公式的真度之集，以下只需证明 Ｑ满足
上述条件即可．事实上，设ε是任意给定的正数，由引
理１知可取２ｎ充分大，使 Ｃｎ２ｎ／２２ｎ＜ε．取２ｎ元对称布

尔函数ｆｋ，使其特征向量之集为 ∪
ｋ

ｉ＝０
Ｄ（ｉ），这里 Ｄ（ｉ）是

全体重量为 ｉ的２ｎ维０－１向量之集，则由｜Ｄ（ｉ）｜＝
Ｃｉ２ｎ知诱导出对称布尔函数ｆｋ的逻辑公式Ａｋ的真度等

于∑
ｋ

ｉ＝０
（Ｃｉ２ｎ／２２ｎ）．这时令

τ（０）＝Ｃ０２ｎ／２２ｎ＝１／２２ｎ，…，τ（２ｎ）＝∑
２ｎ

ｉ＝０
（Ｃｉ２ｎ／２２ｎ）＝１，

且由引理１知
τ（ｋ＋１）－τ（ｋ）＝Ｃｋ＋１２ｎ ／２２ｎ≤Ｃｎ２ｎ／２２ｎ＜ε，

（ｋ＝０，１，…，２ｎ－１）．
所以满足所需要的条件，定理２证毕．
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推论１ 准对称逻辑公式的真度之集像全体逻辑

公式的真度之集一样，是在［０，１］中稠密的．
证明 因为准对称逻辑公式之集包含了对称逻辑

公式之集，所以由定理２即得本推论．
以下我们从拓扑的观点讨论对称逻辑公式之集在

逻辑度量空间中的分布．
定义７［１２］ 设（Ｘ，∪）是拓扑空间，Ｅ是Ｘ的子集．

如果 Ｅ在（Ｘ，∪）中的闭包不含内点，则称 Ｅ是无处稠
密集．

引理２ 设（Ｘ，ρ）是（伪）度量空间，Ｅ是 Ｘ的子
集．如果①Ｅ自身不含内点；②Ｅ的补集中每个点都和
Ｅ有正距离．则 Ｅ是Ｘ中的无处稠密集．

证明 设 Ｅ不是无处稠密集，则 Ｅ的闭包ｃｌＥ有
内点ａ，即，存在正数ε使以ａ为中心以ε为半径的实心
球 Ｂ（ａ，ε）包含于 ｃｌＥ之中．但由①知 Ｅ不含内点，所
以 Ｂ（ａ，ε）中有点 ｂ不属于Ｅ．那么由②知ρ（ｂ，Ｅ）＝δ
＞０．从而 ｂ不是Ｅ的聚点，即，ｂ不属于ｃｌＥ，这与 ｂ∈Ｂ
（ａ，ε）ｃｌＥ相矛盾！所以 Ｅ是无处稠密集．

定理３ 全体对称逻辑公式之集是逻辑度量空间

中的无处稠密集．
证明 只需证明全体准对称逻辑公式之集 Ｅ是逻

辑度量空间中的无处稠密集，因为 Ｅ包含了全体对称
逻辑公式之集，且无处稠密集的子集是无处稠密集．设
Ａ是准对称逻辑公式，我们证明在 Ａ的任一小的邻域
中都存在非准对称逻辑公式，从而 Ｅ不含内点．因为准
对称公式与某对称逻辑公式逻辑等价，从而二者之间

的距离为０，所以不妨设 Ａ是对称公式，Ａ所诱导的布
尔函数为ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）．设ε是任意给定的正数，将 Ａ诱
导的布尔函数等价扩充为

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ，ｘｎ＋１，…，ｘｎ＋ｋ）＝ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）

∨（ｘｎ＋１∧ｘｎ＋１）∨…∨（ｘｎ＋ｋ∧ｘｎ＋ｋ） （６）
则诱导出式（６）的逻辑公式 Ｂ与Ａ逻辑等价．取 ｋ

充分大，使
１
２ｎ＋ｋ

＜ε．

（１）如果 Ａ是矛盾式，任取仅有１个重量为 ｎ的特
征向量的ｎ＋ｋ元布尔函数ｇ，则由定义４知诱导出 ｇ
的逻辑公式Ｃ与Ａ之间的距离为１／２ｎ＋ｋ＜ε，且可证 Ｃ
不是准对称公式．事实上，ｎ＋ｋ元对称布尔函数一旦
有重量为ｎ的特征向量，就有 Ｃｎｎ＋ｋ＞１个这种向量，不
会仅有１个，所以 Ｃ不是对称公式．又，由非对称的准
对称公式诱导的布尔函数的构造知：改变 ｎ＋ｋ维０－１
向量的最后一个坐标不会影响该布尔函数的值，它一

旦有重量为 ｎ的特征向量，就至少有两个这种向量，所
以 Ｃ也不是准对称公式．

（２）如果 Ａ是重言式，则取仅有１个重量为 ｎ的ｎ
＋ｋ维０－１向量不是特征向量的 ｎ＋ｋ元布尔函数ｈ，

则由定义４知诱导出 ｈ的逻辑公式Ｄ与Ａ之间的距离
为１／２ｎ＋ｋ＜ε，且用和（１）中类似的分析可证 Ｄ不是准
对称逻辑公式．

（３）现在设 Ａ既不是矛盾式也不是重言式，则布尔
函数 ｆ既可取值０又可取值１．由命题４和 ｎ＋ｋ＞ｎ知
Ｂ不是对称逻辑公式．现在任选一个 ｎ＋ｋ维 ０－１向
量α，则由式（６）知对每个前 ｎ个坐标和α的前ｎ个坐
标相同的向量β而言，恒有 ｆ（α）＝ｆ（β）．取 ｎ＋ｋ维
０－１向量γ，改变它的最后一个坐标得另一个 ｎ＋ｋ维
０－１向量λ．作 ｎ＋ｋ元布尔函数 ｇ使 ｇ（λ）≠ｆ

（λ），而在其余 ｎ＋ｋ维０－１向量处 ｇ与 ｆ的值都相
等．以 Ｈ记诱导出布尔函数ｇ的逻辑公式，则可证 Ｈ
不是准对称逻辑公式．由 ｇ的作法和定义４知ρ（Ａ，
Ｈ）＝１／２ｎ＋ｋ＜ε．
综上所述知准对称公式集 Ｅ不含内点，所以引理２

中的条件①成立．以下只需证明引理 ２中条件②也成
立．

事实上，设 Ｃ不是准对称逻辑公式，Ｃ所诱导的布
尔函数为ｈ（ｘ１，…，ｘｎ）．任取 ｎ元对称逻辑公式Ａ，设 Ａ
诱导的布尔函数为ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）．则由 Ａ和Ｃ不等价和
定义４知ρ（Ｃ，Ａ）≥１／２

ｎ＝δ＞０．再设 Ｇ是任一对称逻
辑公式，Ｇ所诱导的布尔函数为η（ｘ１，…，ｘｍ）．如果 ｍ
≤ｎ，把η等价扩充为ｎ元布尔函数，并设 Ｑ为相应的
逻辑公式，则 Ｑ是准对称公式而Ｃ不是准对称公式，所
以ρ（Ｃ，Ｇ）＝ρ（Ｃ，Ｑ）≥１／２

ｎ＝δ＞０．最后设 ｍ＞ｎ，ｍ
＝ｎ＋ｋ．将 ｈ等价扩充为
ｈ（ｘ１，…，ｘｍ）＝ｈ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∨（ｘｎ＋１∧ｘｎ＋１）

∨…∨（ｘｍ∧ｘｍ）
由 Ｃ不是准对称公式知存在重量为ｒ的不同的ｎ维０
－１向量α和β使ｈ（α）＝０且 ｈ（β）＝１或 ｈ（α）＝１且
ｈ（β）＝０．不妨设 ｈ（α）＝０且 ｈ（β）＝１．因为重量为 ｎ
或０的 ｎ维向量只有一个，所以由α与β不相等知１＜
ｒ＜ｎ．在向量α的后面任意添加ｋ维０－１向量，共可得
出２ｋ个ｎ＋ｋ维０－１向量，布尔函数 ｈ在这些向量处
的值都等于０．我们称这些向量为０值向量．同样地，在
向量β的后面任意添加ｋ维０－１向量，共可得出２

ｋ个

ｎ＋ｋ维０－１向量，布尔函数 ｈ在这些向量处的值都
等于１．我们称这些向量为１值向量．这些向量（包括０
值向量和１值向量）的重量等于从 ｒ到ｒ＋ｋ的各个值．
其中重量等于 ｒ＋ｉ的向量有Ｃｉｋ个（ｉ＝０，１，…，ｋ）．对
称布尔函数η在上述重量等于ｒ＋ｉ的０值向量处的值
若等于０，则η与ｈ在 Ｃ

ｉ
ｋ个１值向量处的值都不同；

若η在上述重量等于ｒ＋ｉ的０值向量处的值等于１，则

η与ｈ在 Ｃ
ｉ
ｋ个０值向量处的值都不同．这一事实对从

０到 ｋ的ｉ都成立，所以η与ｈ一共在 ２
ｋ个ｎ＋ｋ维
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０－１向量处的值不同．以 Ｃ记诱导出 ｈ的逻辑公式，
则由定义４知

ρ（Ｃ，Ｇ）＝ρ（Ｃ，Ｇ）≥２
ｋ×（１／２ｎ＋ｋ）＝１／２ｎ＝δ＞０．

又，设 Ｐ是任意准对称公式，则 Ｐ与某对称逻辑公式Ｑ
的距离为０，从而由以上所证知ρ（Ｃ，Ｐ）≥δ＞０．所以ρ
（Ｃ，Ｅ）≥δ＞０．可见引理２中的条件②也成立．这就证
明了定理３．由以上证明有

推论２ 全体准对称逻辑公式之集是逻辑度量空

间中的无处稠密集．

５ 结论

本文将密码学中对称布尔函数的概念引入到计量

逻辑学理论之中，定义了对称逻辑公式和准对称逻辑

公式．指出二值逻辑公式与布尔函数既密切相关，又有
重要区别．较仔细地研究了对称逻辑公式在逻辑度量
空间中的分布．密码学中布尔函数的研究成果非常丰
硕，借鉴这些成果并将其引入到计量逻辑学之中必将

丰富和促进其发展，同时也可反过来从某种角度补充

密码学中布尔函数的研究．本文只是在这方面的迈出
的第一步．如何将布尔函数更深入的性质，如线性点、
对偶性、相关免疫性等一系列性质［１１，１３］引入计量逻辑

学的研究之中是很值得探索的研究课题．又，布尔函数
的基本性质已经有在多值情形的推广［１３］，计量逻辑学

也已在多值乃至连续值命题逻辑中展开，所以将类似

于布尔函数的多值函数的性质与计量逻辑学作相互联

系的研究也就是顺理成章的了．关于这些课题，我们将
于后续的研究中进行讨论．
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